ANALYSE

Transformation de Legendre —
Soit IC I’ensemble des applications f de R dans R convexes telles que :

M = +o0. (1)

z—+o00 |m| o

. Montrer que pour tout réel m, la quantité sup(max — f(x)) est bien définie. On note f* Uapplication

zeR

" R—=R; m— sup(ma — f(z)).
z€R

Pour tout réel o > 1, on note f,, Uapplication R - R; x — §|x|a Montrer que fo € K, pour tout réel
a>1.

Soit (p,q) un couple de réels conjugués, c’est-a-dire tels que % + % = 1. Montrer que f; = f;. Que vaut
(fp)"
Soit [ élément de KC. Montrer que f* vérifie les mémes hypothéses que f.

5. Montrer que (f*)* = f.

6. Démontrer l'inégalité de Young :

Pyl
vy < — + =,
b q
pour tout couple (p,q) de réels conjugués et tout couple (x,y) de réels strictements positifs.
Solution —
1. D’aprés(1), z = o(f(x)) et f(xz) — +oo, lorsque x — oo, donc mx — f(xr) ~ —f(z) et donc max —
oo

rz—+
f(z) 2., de plus mid — f est continue, donc cette fonction est majorée elle admet donc une borne
T—>1L 00

supérieure qui de plus est atteinte.

2. Facile!

Facile!

Soient m et n des réels, ¢ un élément de [0, 1]. Pour tout réel z,
(tm+ (1 —t)n)x — f(z) = t(ma — f(z)) + (1 = t)(nx — f(x)) < tf*(m) + (1 =) f"(n).
Par définition de la borne supérieure,
frtm+ (1= tn) <tf*(m)+ (1 —t)f*(n),

d’ou la convexité de f*.
Soit A un réel strictement positif. Pour tout m et tout « éléments de R, f*(m) > ma— f(z), en particulier

pour z = sg(m)2A4,
f(sg(m)24)
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Reste & choisir m suffisamment grand pour avoir que f* vérifie (1).
Au total f* € K.

. Soit zp un réel. On a vu qu’il existe n réel tel que :

(f*)"(wo) = nwo — f*(n) < nwo — (nao — f(20)) = f(20).

Poser par ailleurs mg = f/;(xo) et montrer que f*(mo) = xomo — f(zo)-

f@)=f(

On pourra montrer que la convexité de f assure que, pour tout réel x > xg, o 70 > my et que pour

tout réel z < zg, %ﬁéwo) < fy(xo) <mo

Soit (p,q) un couple de réels conjugés et (z,y) un couple de réels positifs. f7(y) > yx — fy(z), donc
d’apreés 3.,
zy < fp(@) + fq(y)-

Ce qui est 'inégalité voulue.



