MP* Lycée Kerichen 2025-2026

Ce trés court DM est la pour attendre que de nouvelles notions soient traitées. Il utilise
essentiellement des connaissances et des raisonnements de sup. Il est a rendre pour le 17 sep-
tembre.

DM n°2

Exercice 1

On étudie dans cet exercices quelques aspects d’une marche aléatoire symétrique en dimen-
ston 1. Une marche aléatoire symétrique en dimension 1 modélise les dépalcements successifs
d’un point matériel sur une droite qui se font dans un sens ou dans l'autre avec la méme
probabilité.

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires, mutuellement indépendantes qui suivent la loi
de Rademacher, définies sur un espace probabilisé (€2, .4, P) . On dit qu’une variable aléatoire
suit une loi de Rademacher si elle prend comme valeurs 1 et —1 avec la méme probabilité,
autrement dit si elle suit la loi uniforme sur {—1,1}

On pose pour tout entier n > 1,

Sn=X1+Xo+ ..+ X,.

1. Ecart a origine

On se donne un réel € strictement positif.

[tnégalité de Bienaymé-Tchebychev pour la variable aléatoire X s’obtient en appli-
quant l'inégalité de Markov a (X —E(X))?, qui est bien une variable positive. Nous allons
comparer ce que nous fournit I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev a ce que l'on obtient
en appliqueant linégalité de Markov a (exp(t(X — E(x))), alternative trés classique a
I'inégalité.

(a) Calculer pour tout entier naturel n > 1 I’espérance et la variance de S,,.
(b) En utilisant la formule de Bienaymé-Tchebychev, majorer pour tout entier n > 1,

P ('S—;‘ > 5).

Donner un entier naturel ng tel que pour tout n > ng, P <|S"‘ < 10*1) > 0,99.

(¢) 3/2 Montrer que pour tout réel z, la série Y L= converge de somme e”.
On pourra consulter les fiches de colles de MPSI.
2
(d) En déduire que pour tout réel ¢, ch(t) < e.

(e) Déduire de la question précédente que pour tout réel ¢ et tout entier n > 1,

E(exp(tX))) < exp (%) |

(o () <o (2)

puis que :

1. Les 3/2 ne se préoccuperons pas de ce qu’est un espace probabilisé.



(f) En déduire que pour tout n € N*, et tout réel t P (% > 5) < exp (% — ta‘).

Montrer que pour tout n € N*,

2
P (& > 5) < exp (—E) .
n 2

2
P <‘Sn| > 5) < 2exp (—E) .
n 2

Déterminer un entier naturel ng tel que pour tout n > ngy, P (% < 10_1> > 0,99.

(g) Montrer que :

2. Loi de S,

(a) Pour tout entier n > 1 on définit les varaibles aléatoires

X, +1
X, = nt
2

S = XTI+ X+ X

Déterminer pour tout n € N*, la loi de X et de S.
(b) En déduire la loi de S,,.
3. Retour a I’Origine.

On convient que Sy est la variable aléatoire presque stirement nulle. On considére
par ailleurs la variable aléatoire N a valeurs dans R U {400},

+o00o
N - Z ]‘Sn=0'
n=1

On convient évidemment dans la définition de N que La somme d’une série & termes posi-
1si S, (w) =0,
0 sinon .

On définit également la variable aléatoire T" & valeurs dans R* U {+oc0} par :

tifs divergente vaut 400 et on rappelle que pour tout w € 2, 15, o = {

T = min{n € N*|5,, = 0},

avec la convention que pour toute partie A de N, min(A) désine le plus petit élément de
A ou 400, selon que A soit non vide ou vide. Pour tout n € N, on notera p,, = P(S,, = 0),
et pour tout n € N*, f,, = P(T = n)
(a) Que représente les variables aléatoires N et T 7
Exprimer I’événement { N # 0} au moyen des événements {S, = 0}, k € N*.
(b) Pour tout n € N exprimer au moyen des événements {Sy = 0}, k € N*, 'événement
E,, défini par :

E, ={w € Q|S,(w) =0 et Vk €]n, +o0[, Sk(w) # 0}.

Interpréter I’événement FE,,.
(¢) Exprimer I'événement {N < 400} au moyen des E,, n € N
(d) En déduire que :

+o0
P(N < +00) = Y P(S, =0)P(Vk € N*, X; + X5 + .. X # 0).

n>0



(e) On admet que la série Y P(S, = 0) diverge. Déterminer P(N = +00).
n>0
(f) Montrer que la série Y P(S, = 0) diverge.
n>0
On pourra utiliser la formule de Stirling.

4. Temps de premier retour

(a) Calculer explicitement fy et fy.

Soient les séries entiéres :
n n
E Pnl etE Jnl",
n>0 n>1

leurs sommes seront respectivement notées S et F'.
(b) Soit m € N*, montrer que :

Pu=P{Su=0= 3 fipus.

k=1,2....m
La suite de ’exercice est réservée au 5/2

(¢) Pour tout ¢ €] — 1, 1] comparer S(t) et ﬁ

(d) Etablir, pour tout ¢ €] — 1, 1], la relation
S(t)=1+S(t)F(t).

En déduire, pour tout entier n > 1, la valeur de f,,.
(e) Donner un équivalent de f(2k) quand k — +oo.

(f) Montrer que la série ) f,, converge, puis en déduire sa valeur. Interpréter.
n>1

Exercice 2
Pour tout entier n er supérieur ou égal a 2 on définit le polynome

Po=X"—X+1.

. Soit n un entier pair non nul. Montrer que P/ admet une et une seule racine réelle, on
la notera x,,. Montrer que P, n’admet pas de racine réelle.

. Soit n un entier est impair distinct de 1. Montrer que P admet deux et seulement deux
racines réelles, oposées, +x,,. Montrer que P, admet une et une seule racine racine réelle.

Donner un intervalle de longueur inférieure ou égale & 1 qui contient la racine réelle de
P,.

Pour tout entier m supérieur ou égal a 2, on pose z,, la racine réelle de P, et
h, == —1 — z, de sorte a ce que z, = —1 — h,,

. Montrer que z, — —1, puis déterminer un équivalent de h,, lorsque n tend vers +oo.
n—-+00

. Soit n un élément de [2, +oo[. Posons w = e'»-1. Expliciter les racines complexes de P,
au moyen de z, et w. Puis montrer que les n racines complexes de P, sont simples.

. On note 71,79, 73 les trois racines de P3 et ’on pose :

14+ 1 1
A: 1 1+7”2 1
1 1 1+7”3

Montrer que A = —2.



6. Soient n en entier supérieur ou égal a 2 et ry,ry,...r, les n racines complexes de FP,.
Calculer le déterminant A,,, oil :

1+7r 1 1
1 1—|—7”2 :

1 o1 147,
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Indications pour le DM n°2

Exercice 1
1. Ecart a origine

(a) Soit n € N* En premier lieux E(X;) =
E(1) - 02 =1.
Utilisez ensuite la linéarité de 'espérance puis la mutuelle indépendance...

L4l =0et V(X)) = B(X2) - B(X,)? =

(b) Utiliser I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev

S,
(' ‘<10 )21—10—2:0799.
n

(c) Soit x € R.

Comme la fonction exponentielle est de classe C*> et que pour tout n € N, sa
dérivée (n + 1)¢ — qui est elle-méme — est majoré sur [0, z] par exp(|z|), par crois-
sance de 'exponentielle, (I’écriture [0, 2] ne présage pas que x soit positif), I'inégalité
de Taylor-Lagrange donne :

xn—l—l
exp(r Zg  Bo(o), ot [Rofa)] < s exal)

etc. Soit t € R. Par ce qui précéde,
t2 +0o t2k’
e — | =1+ —
P ( 2 ) ; 2k

1 +0o0 tk +oo ( +o0 tzk
ch(t) = 3 MH+2 +Z

k=0

Il reste & comparer les termes des deux séries.
(d) Soient un réel t et un entier n > 1, Par la formule du transfert,

E(exp(tX1)) = %exp(t < 1) + % exp(t x (=1) = ch(t) < exp (g)

Le lemme de coalition fait que exp (1), .exp (2X2)) héritent de la mutuelle indé-
pendance de X;,...,X,,, donc

o (o () =8 (o (43) 118 (0 () -
e .

(e) Soit un entier n > 1. La variable aléatoire exp (“22) est positive I'inégalité de Markov
s’applique.....

Reste a optimiser en ¢ : pour ¢ = <, I'inégalité précédente devient........



Sn Sn
(1) Diabord, {1 > e} = {8 > e} U {-5 > ¢}
Mais comme les variables aléatoires —X1,...,—X,, suivent la méme loi respective-

ment que Xi,...X,, et restent mutuelllement indépendantes (lemme de coalition) —S,,
suit la loi de S,,.....

Pour la fin n > 1060 convient.

(lS—| < 10~ ) >0,99.,

n

2. Loi de 5,

1
a) | X, ~ B | = ||et Le lemme de coalition assurant la mutuelle indépendance de X;,XJ,... X,
n 2 2

. 1

(b) Pour tout entier n > 1, S, = 25* —n, donc S, () = {2k —n,k € [—n;n]} et pour
tout k € [—n;n],

P(S,=2k—n)=....

Remarque. S, ne prend que des valeurs de la parité de n.
3. Retour a I’Origine.

(a) Soit w € 2. Alors N(w) représente le nombre (éventuellement infini) de termes nuls
de la suite (S, (w))nen+, (nombre de « retours a l'origine » ).

On a N(w) # 0 si et seulement si il existe k& € N* tels que S(w) = 0 ; donc :

{N#0y=J{S =0}

neN*

Remarque. A l'opposé, N(w) = 400 si pour tout n € IN* il existe un entier k
supérieur ou égal a n tel que Sg(w) =0 ; donc :

(b) Soit n € N.
E,={S,=0}n |J {Sc=0}.

k>n+1

[’événement E, est « la suite (Sk)ren prend la la valeur 0 pour k = n et pour
aucun autre indice strictement plus grand » de maniére imagée, n est ......

(¢) On a donc

= 7
{N < o0} e E,,

(d) En modifiant légérement 1’expression des E,,,

+00
{N < 400} = [H{S. =0,Yp € [n+1,+00[S, — S, # 0} =
n=0
+0o0
[Y{Sn = 0,Vk € N*, X1 + Xz + . + Xy # 0}

n=0



Donc

+o0o
P(N < +00) = Y P(S, =0,k € N*, Xpi1 + Xppo + oo + Xpyi # 0).
n=0

Puis, comme le lemme de coalition assure I'indépendance? de S, et X, .1 + X0 +
..+ X1k, pour tout n € N, etc.

(e) On a donc :

1>P(N < 400) ZaP

La série > P(S,, = 0), on I'admet, diverge, donc nécessairement o = 0 et donc on a
P(N < +00) = 0. Donc :

P(N = +00) = 1.

(f) D’aprés 2, P(S2,41 = 0) est nulle tandis que P(Sy, = 0) = P(55, = p) = S~

22r(ph)2
(merci Stirling). Donc la série > P(Ss, = 0) diverge, mais pour tout n € N,

2n
Y P(Sp=0)= ZP Sy = 0)
k=0

n
mais comme » | P(Sy, = 0) est une série positive divergente ) P(Ss, = 0) o Toe
p=0 n—-+0oo

Donc Y P(S, = 0) diverge (la suite de ses sommes partielles d’indice pair di-
verge).

4. (a) Comme
{T=2}={Xi=1}n{Xa =1} T ({X: = -1} N{Xy = +1}),

par indépendance de X; et X,

X

N | —
N | —
N | =
NO| —
[\3‘|>—t

f2=
Sur le méme principe,
{T:4} = 6{1 ({Xl —E}H{XQ —6}ﬂ{X3 —E}ﬂ{X4 — —E}

et donc

(b) Soit m € N*. Il est peut-étre plus simple de calculer sans se soucier de la parité de

m, ni des aulres indices.
On a l'inclusion {S,, = 0} <, H {T =k}, donc

---7

(Sn=0}= I ({T=k}N{Sw=0}.

k=12...,n

2. En toute rigeur il faudrait travailler un peu plus pour prendre encomte la présence du « pour tout k& »,
ce qui exigerait que l’on connit des résultats de spé. En général du reste dans la littérature, on se contente de
cette évocation de I'indépendance.



Donc en passant aux probabilités,

P =P{Sp,=0}= > PHT=k}N{S,=0}).

k=1,2....m

Distinguons pour plus de clarté les cas k # m et k = m.
e Pourk=1,2,....m—1,

{T =k} 1 {Sy = 0} = (1 {87 =0} N {8k = 0}) N {Xeps + Xicpa + .+ Xy = 0},

[T
Or par coalition (Ol {Si =0} N{Sk = 0}) et {Xjs1 + Xpso + ... + X, = 0} sont
indépendants, donc etc.,etc., etc...

o {T'=m}nN{S,, =0} ={T =m} donc

P{T =m}n{S, =0}) = fin = frPm-m-
Finalement

P =P{Su=0}= > PT=KPSur)= D fitnr

k=1,2,...m k=1,2...,m

D’aprés le cours, pour tout ¢t €] — 1, 1],

D’aprés (b), pour tout t €] — 1, 1],

n=1 \k=1,2,....,n

par produit de Cauchy, la série entiére Y p,t" — nous le vimes en (¢) — a un rayon

de convergence égal a 1 et Y  f,t" a un rayon de convergence au moins égal a 1,
n>1
puisque Y -, f, converge par o-additivité de P, de somme : 1 — P(T = 00).

Il en résulte que pour tout t €] — 1, 1],

— pour tout k € N*| fop = % ;

— pour tout k € N, fori1 = 0.



(e) Grace a la formule de Stirling,

+o0
(f) Utiliser le théoréme de la double limite Donc _ f, = 1.

n=1
La variable aléatoire T est presque strement & valeurs dans N et donc (.S,,)nen-
s’annule presque siirement.

Exercice 2
Pour tout entier n supérieur ou égal a 2 on pose z, ="' |/—=. Notons que comme n > 2,

O<zx, <1.
1. CAS PAIR
Comme P' —n=nX""1—1 on a le tableau de variations suivant
x —00 Ty +00
P (x) + 0 +
+00 +00
P, (z,)

Ornxz_l:1donCPn(:I;n):%xn—xn+1:1—(1—%)xn>1—1><120.
Le polynéme P, n’a pas de racine réelle.

2. CAS IMPAIR
Par parité de n — 1, on obtient le tableau de variations

x —00 —Zn Ly, —+00

P! (x) + 0 - 0 +

P@ | / \ / h

On a, comme dans le cas n pair, P,(x,) > 0, par ailleurs la restriction du polynéme
P, a]—o00,—x,] est continue sur cet intervalle et strictement croissant donc par le
théoréme de la bijection monotone réalise une bijection sur |—oo, P,(—z,)]. Conclusions :
P, admet une et une seule racine racine réelle.

Notons que P,(—1) =1 > 0et P,(—2) = (=2)"+2+1 = -2"+3 < -2343 = -5 < 0.
Donc la racine de P, est élément de | — 2, —1].

3. Par définition de z,, pour tout entier n > 1

(_Zn)2n+1 — _(Zn)2n+1 =—z, + 1,



Passer au logarithme! On trouvee h, — 0. Puis
n—-+00

In(2)

h

e o (3).

n—-+o0o

On a le développement asymptotique : z, = —1 —

4. Soit z € C. On a P,(z) = 0 si et seulement si : 2! = £ = 2" soit encore, si et
seulement si = € U,_1. Or U,_; = {........ }, donc U'ensemble des racines de P est :

Pour k = 0,1, ...,n — 2,on montre que : P,(x,w") # 0.
Donc les n racines complexes de P, sont simples.

5. Notons, E; pour i = 1,2,3, le ¢ vecteur de la base canonique de Mj3;(C) et C =
E, + Ey + E5.
On note 71, ry, 3 les trois racines de Pj et 'on pose :

A:det( C+T1E1‘C+T2E2‘C+T3E3 )

En utilisant la linéarité par rapport au trois colonnes, A s’exprime comme la somme
de 2% déterminants, parmi ceux-ci tout déterminant ayant deux colonnes C' est nul, en
utilisant ensuite que C' = F; + E5 + F3, on a sans presque de calculs que

A = 17973 + (7’17“2 + rirs + 7’27“3) = (—1) + <—1) = _2,

grace aux relations coefficients/racines pour le polynéme unitaire P,.

6. Notons E; le i® vecteur de la base canonique de M,,1(C) et C = E; + Ey + Es.
En raisonant comme dans la question précédente, on arrive a



