I L’opérateur de translation et 'opérateur de différence

I.A - L’opérateur de translation

I.A.1) :

|deg(r(P)) = deg(P) et cd(7(P)) = cd(P)|

I.A.2)

Wk €N, 7(P)(X) = P(X + k)|

I.A.3) M est donc triangulaire supérieure et les coefficients de M vérifient donc

g1 <
Vi, j e [l,n], (M) = { (@D pour i<

0 sinon

I.A.4) La matrice M est triangulaire supérieure, donc ses valeurs propres se trouvent sur la dia-
gonale. 1] s’agit des nombres (;j) =1.
Comme M et 7 ont les mémes valeurs propres,

Sp(r) = {1}

Si M était diagonalisable, elle serait alors semblable & la matrice unité, et donc elle serait égale
a la matrice unité.
Ainsi,

’M et 7 ne sont pas diagonalisable

I.A.5) Introduire 7 : R,[X] — R,[X], P(X) — P(X — 1),

Vk €7, T(P)(X) = P(X +F)|

I.A.6) Avec I'expression de 7!, on applique la méme méthode qu’en 3) et on obtient :

¥ € Nty HB)(X) = (X =1 =57 (j i 1) (Tt =) (- <‘7 _ i)P

Puis

7—1

- Ly (=1T(T)) pour i<
Vi,jell,n], (M~ ");; = { 0 sinon

LA.7)

Q=M"

I.A.8) M est inversible, donc...........

I.A.9) On a alors

On vérifie bien :

(a5 (e
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I.B - L’opérateur de différence

I.B.1)

’si P, non constant, deg(d(P)) = deg(P) — 1 et cd(6(P)) = deg(P) x Cd(P)‘

I.B.2) D’aprés la question précédente, si P n’est pas constant, deg(P) > 1 et deg(6(P)) > 0, donc
d(P) n’est pas nul........

[ ker(d) = Ro[X]|

La question précédente montre aussi que Im(d) C R,,—1[X].
D’aprés la formule du rang

Im(3) = Ry [X]]

1.B.3) Par récurrence :

Vj € [1,n], ker(68?) = R;_1[X]

Si P € Im(&7), alors il existe Q € R,,[X] tel que P = §7(Q).
Or une récurrence simpl montre que deg P = deg(Q) — j, donc deg(P) < n — j. En utilisant la
formule du rang,

Vi € [1,n], Im(6?) = R,,—;[X]

1.B.4) formule de Newton (les deux endomorphismes commutent) :

Wk € N, o = zk:(_l)kj <"?> -

j=0 J

I.B.5) Si P € R,,_1[X] = ker(6™), alors 6"(P) = 0. Donc :

o) = BP0 = [3_(-1 (7)o - > (4 a0l = Y- () P
il s’agit bien du polynéme nul.
Et en particulier en la valeur réelle X =0 :

I.B.6) a) Immédiat.
b) Soit P € R1[X]. On a P € ker62....... Par conséquent

’]Rl [X] est stable par u‘

¢) On verra un argument théorique bientot. En attendant un calcul élémentaire marche.
d) Puisque R;[X] est stable par u, notons @ : Ri[X] — Ry [X], P — u(P).
Considérons alors A, la matrice de @ dans la base (Pp, P2) de Ry[X].

Alors A2 est égale & la matrice de & sur R1[X] donc ( 8 (1) )

Or d’aprés la question précédente, ceci est impossible. Donc

Il n’existe pas d’endomorphisme u de R, [X] tel que u? = §

I.B.7) a)

C’est une famille libre et vect(P,§(P),...5%(P)) = Ry[X]

(regarder les degré des éléments de la famille).



b) Soit V stable par 4.
Si P eV, alors §(P) € V et donc Ryeg(p)[X] = vect(P,6(P),...0"(P)) C V.
1l reste & montrer ’égalité, il faut prendre le polynéme en degré mazimum. . .

il existe d € [0,n] tel que V = Ry[X]|

11 Applications en combinatoire

II.A - Quelques cas particuliers

I1.A.1)

’si n > p, alors S(p,n) :O‘

IT.A.2) Une surjection d’un ensemble de cardinal n sur un ensemble de cardinal n est en fait une
bijection...

IT.A.3) Pour toute surjection de N,y sur [1,n], un et un seul élément de [1,n] admet deux an-
técédent, les autres 1. Notons A; 'ensemble des surjections N,, 11 sur [1, n], qui accordent deux
antécdents & ¢ et pour toute partie P & deux éléments de [1,n+ 1], A; p les élément de A; pour
lesquels I’ensemble des antécédents de i est P. Alors I’ensemble Sur des surjections de Ny, sur
[1,n] vaut :

n+1

Sur = H H Aip

i=1 PC[l,n+1],| P|=1

Or tout bijection de [1,n + 1] — P sur [1,n] \ {i} est la restriction d’un et d’un seul élément de
A; p, donc
|A;p=.....

II.B - Recherche d’une expression générale

I1.B.1) Le résultat fait partie du programme. .

I1.B.2) pour tout partie P de [1,n] notons Notons Ip = {¢ : N, — [1,n]|¢(N,) = P}.

1n][1’p] H IP—H H Ip

PCl1,n] k=0 \ PC[1,n],|P|=Fk

Or I, est en bijection avec 'ensemble des surjections de [1,n] sur P donc de cardinal S, j, ou

I1.B.4) Pour p < n, le polynéme P = XP? appartient a R,,_1[X], donc d’apres I.B.5),

n n n

St () = o () o = et ()i =0 = sm)

k=0 k=0 k=0

On peut donc généraliser, de maniére cohfente, la formule obtenue & la question précédente :

VpeN, S(p,n) = Zn:(_m—'f <Z> kP

k=0

I1.C)



