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Modéle SIR pour la propagation d’épidémies et séries de Dirichlet

Notations
Soit J un intervalle de R.

— L’ensemble C*(J,R) avec k € N* désigne I'ensemble des fonctions f : J — R dont les dérivées
jusqu’a Pordre k existent et telles que f(*) soit continue sur J.

— L’ensemble C*°(J,R) désigne ’ensemble des fonctions indéfiniment dérivables sur J.

— Si f: J — R est une fonction bornée, on note

[flloc,s = sup{[f(2)] ,x € J}.

Introduction

Dans ce sujet, on étudie ’équation différentielle non linéaire

(B): /(&) +yla) +1= 5o,

dont I'inconnue est une fonction y : Ry — R. On montrera en partie V que cette équation peut étre
utilisée pour caractériser la propagation d’une épidémie non létale au sein d’une population d’individus.

On admet dans tout le sujet que le probléme de Cauchy

Y (@) )+ 1= ev®
) {y(o)zo

admet une unique solution y € C*°(R4,R) que l'on va chercher & approcher de plusieurs maniéres.

Partie I. Linéarisation de (F)

Pour approcher la solution y du probléme de Cauchy (C), on propose dans un premier temps de linéariser
Péquation (E). Comme y est continue et vérifie y(0) = 0, on remarque au voisinage de 0 que

exp(y(z)) ~ 1+ y(x).
On propose donc d’approcher y par la solution de I’équation différentielle linéaire

() (e) +u(e) + 1= 501+ u(z),

dont I'inconnue est une fonction u : Ry — R. On introduit de méme le probléme de Cauchy associé

o (@) Fule) +1 =51+ u(@)
(Ce) : {u(o) 0



1 > Justifier qu’il existe une unique solution « au probléme de Cauchy (Cy), donner son expression et
dresser son tableau de variations.

2 > Montrer qu’il existe une unique solution constante de I’équation (Ey), notée v € R, et vérifier que
la solution u trouvée en question 1 satisfait

On admet & présent dans toute la suite du sujet que les propriétés observées sur u, la solution de (Cy),
restent vérifiées sur y, la solution de (C). En particulier, on admet que :

e y est décroissante sur R,

e lim y(x)=c,ouceR.

r—+o0

3 > Montrer que ¢ est une solution constante de (E), puis que (E) admet exactement deux solutions
constantes notées c; et co telles que ¢; < 0 < ¢o. En déduire la valeur de ¢ en fonction de ¢; et cs.

Partie II. Séries de Dirichlet

On propose dans cette partie d’étudier des séries de fonctions particuliéres appelées séries de Dirichlet.

Définition 1 Une série de fonctions Y f, est dite de Dirichlet si
n>=0
Ve € Ry folx) = ape %,

ot la suite de réels (a,)nen vérifie, pour une valeur donnée M € R,

M
on’

et la suite de réels (\,),en est strictement croissante et vérifie

YneN |a,| <

Ao =0, lim A, =400, et A, = O(n).

n—-+o00 n—-+o00
“+o0
Pour tout k € N, on définit alors la quantité b, = > A\ra,.
n=1

4 > Montrer que pour tout k € N, les réels by sont bien définis.

5 > Montrer que toute série de Dirichlet " f,, converge uniformément sur R;. On note alors f sa
n=0
somme. Justifier que f est continue sur R.

6 > Exprimer f(0) et lim f(z) en fonction de ag et by.
r—+00
7 > Soit k € N*. Montrer que f € C*(R,,R) et donner une expression de z — f*)(z). Exprimer
ensuite f*)(0) en fonction de by.

8 > Mountrer que si f(x) = 0 pour tout € R4 alors a,, = 0 pour tout n € N.



Partie II1. Relations sur les coefficients de la série de Dirichlet

Revenons au probléme de Cauchy (C), et a I’étude de sa solution y € C*°(R, R). Supposons dorénavant
que y est la somme d’une somme de Dirichlet, c’est-a-dire que

+o0
Vee Ry y(x)= Zanef)‘"z,
n=0

ou les suites (an)nen €t (An)nen vérifient les propriétés mentionnées en définition 1. On introduit éga-
lement la fonction g € C*°(R 4, R) définie par

Ve e Ry g(z) = ev@,

9 > Exprimer ag et by en fonction de la constante ¢ introduite en partie I.
10 > En utilisant I’équation (E) satisfaite par y, calculer b;.

11 > Montrer que pour tout k € N*,

g™ (0) = (—=1)*dy,
ot les coefficients d; sont définis par

k

k—1
dy=1, et Vk>1 de( )dk_,;bi.

, 1—1
=1

12 > Soit &k € N*. En utilisant ’équation (FE), satisfaite par y, exhiber une relation de récurrence liant
bk+1,bk et dk

Partie IV. Approximation de la solution y

Soit N € N*. Pour approcher la solution y de (C), on propose dans cette partie de tronquer toutes
le sommes en s’arrétant au terme de rang N. Les résultats de la partie III permettant d’obtenir une
approximation des quantités [y définies pour tout k € N par

N
Bk = Z )\’flan
n=1

On introduit également la fonction tronquée yy : R4 — R définie par

N
Vee Ry yn(x)= Zane”‘"z.
n=0

En se donnant les valeurs de la suite (A, )nenN, on veut dans cette partie calculer les valeurs des coefficients
an, pour n de 1 & N. On utilisera les notations

al /80
as ﬂl

A=| [ | eRY, e B= _ € RY.
an BN-1



13 > Montrer que

lyn = ylloory <

)

2=

et déduire que yy converge uniformément vers y sur R. Proposer ensuite un intervalle J C R4
ou la majoration de ||yn — y||co,s serait plus finie.

14 > Montrer que VA = B ou V € My (R) est une matrice que 'on explicitera.

15 > Prouver que le systéme VA = B admet une unique solution A € RV

Partie V. Modéle de propagation d’épidémie SIR

Pour modéliser la propagation d’une épidémie non létale au sein d’une population d’individus, on peut
utiliser le modéle de propagation d’épidémie appelé SIR. Dans ce modéle, la population est séparée en
trois groupes :

e Le groupe des personnes susceptibles, n’ayant pas attrapé la maladie, est noté S et sa proportion
au cours du temps est représentée par la fonction S € C° (R4, R).

e Le groupe des personnes infectées par la maladie est noté I et sa proportion au cours du temps est
représentée par la fonction I € C*°(R4,R).

e Le groupe des personnes ayant contracté la maladie puis récupéré est noté R. On suppose qu’un
individu ne peut attraper la maladie qu'une seule fois dans sa vie. Une fois dans le groupe des
individus récupérés, il y reste définitivement et ne redevient jamais susceptible. La proportion du
groupe R au cours du temps est représentée par la fonction R € C* (R, R).

On a ainsi la relation

Vo e Ry S(x) + I(x) + R(x) = 1.

Dans un modéle de propagation d’épidémie SIR, ces trois fonctions sont de plus des solutions d’un
probléme de Cauchy associé & un systéme d’équations différentielles non linéaires

(x) = I(x) S(0) =Sy, I(0)=1Iy, R(0)=Ro
ou Sy, Iy, Ro € [0, 1] sont les conditions initiales. On admet dans la suite le résultat suivant :

Théoréme 1 Pour (S, Iy, Ry) fixé, le probléme de Cauchy (F) admet une unique solution (5,1, R) €
(C*(R4,R))>. De plus, si (S,1,R) et (5,1, R) sont les solutions associées aux conditions initiales
(So,[o,Ro) et (SO,IQ,RO), alors

(So. o, Ro) # (S0, 1o, Ro) = Ve eRy (S(x),I(2), R(x)) # (S(2), [(2), R(x)).

16 > On suppose Sy = 0. Donner 'expression du triplet solution (S, I, R) du systéme (F').

17 > Montrer que si Sy > 0 alors la fonction S du triplet solution (S, I, R) de (F') ne s’annule jamais, et
en déduire que S est strictement positive.

18 > Supposons que Sy > 0. Montrer que la fonction S du triplet solution (S,I, R) de (F') vérifie la

relation
S/ S’
N e 4 N
( S) g+



On se place & partir de maintenant dans le cas oul Sy = %, Iy = % et Ry = 0. On introduit de plus la
fonction A : Ry — R définie par

Ve e Ry h(z) ( >
¢

19 > Montrer que h est solution du probléme de Cauchy

)-

Pour approcher la fonction S, on introduit la fonction Sy : Ry — R définie par

1
Ve e Ry Sy(x) = Spev™® = = 5 exp <Z ane T/) .

20 > Montrer que Sy converge uniformément vers S sur R, quand N — +00 et que

M62M
1SN — S||oo,R+ < ONFI

Partie VI. Modéle probabiliste

Toutes les variables aléatoires que I'on sera amené a considérer dans la suite sont définies sur un espace
probabilisé (€2, A, P). On rappelle que (}) est nul si b > a.
Pour toute suite de variables aléatoires (Uy,)n>0, on note :

Vn € N, AU = Unp+4+1 — Un

Dans tout ce qui suit, on considére une population P de M > 1 individus, et l'on fixe K € {0,..., M}.
On note

E={(s,i,7) e N*, s +i+r=M}.

On considére maintenant un autre modéle de propagation de la méme épidémie non létale pendant
plusieurs jours au sein de la population P.

Chaque matin, la population se répartit en trois classes distinctes : les personnes susceptibles (jamais
infectées), les personnes infectées, et les personnes rétablies (et désormais immunisées). On note S, I,
et R, les effectifs des trois classes au matin du n-iéme jour et on convient que

SO >0, j() >1
de sorte que I'on ne soit pas dans un cas trivial ou ’épidémie est finie ou ne peut pas commencer.

Lorsqu’au matin du n-iéme jour, (S, I, R,) = (s,i,7) € E, Pévolution quotidienne est la suivante :

— dans la journée, chacune des s personnes saines rencontre, indépendamment des autres, K personnes
au hasard parmi les M personnes de la population totale. Dés que I'une au moins des rencontres se
fait avec une personne infectée, la personne saine en question devient infectée le lendemain matin ;

— dans le méme temps, chaque personne infectée peut guérir a la fin de la journée avec une probabilité
p fixée dans 10, 1].

21 > Soit (s,i,r) € E. Conditionnellement & 1’événement ((S’njm Rn) = (s,i,r)), quelle est la proba-
bilité, notée p(i), pour une personne susceptible d’étre infectée lors de cette journée ?

22 1> Soit Z une variable aléatoire & valeurs dans {0,..., M }. Montrer que :

E(Z]= > (ka( ‘s fn,én):(s,i,r))>P((Sn,fn,én)z(s,i,r)). (1)

(s,i,r)€EE \k=0



23 > Justifier que pour tout n > 0, les variables aléatoires S, I, et R, ainsi que les variables aléatoires
AS,,Al, et AR,, ont une espérance finie.
24 1> Etablir l'identité suivant :
E [ARR} — oE [In} .
25 > Etablir I'identité suivant : pour (s,i,r) € E, pour tout k € {0,...,s},
PAS—k‘SINN—' (S Y A\s—k
n — ( s nan) - (87Z7T) - k (p(Z)) (1 _p(l)) °
26 > Montrer que
B[a5,] =-B[Sw(L)].

puis en déduire ’équation satisfaite par E [Afn}.

FIN DU PROBLEME



