CORRIGE DU PROBLEME DU DM 5

Inégalité de Prékopa et Leindler.

D’aprés M. Cornilleau

Partie I. Une inégalité de Prékopa et Leindler.

1. ¢ Sia=0o0ub=0, alors l'inégalité & démontrer est évidente.

Sinon, la concavité du logarithme (dérivée d’ordre 2 négative) veut que :
In(Aa + (1 = A)b) = Aln(a) + (1 — A) In(d).

D’ou par croissance de ’exponentielle, ’inégalité proposée.
soit f, : w € Ry — z* € R, défini avec la convantion de I’énoncé.la restriction de f, A R est convexe car

Vo >0, f/(z) = u(u — 1)z 2 > 0.

D’ou l’inégalité pour a et b non nuls et méme pour a ou/et b nuls puisque f,, est continue.

. Fixons b > 0 et étudions la fonction f : a € Ry ~ (a+b)* — (a* +b*) € R. f est une fonction dérivable sur
10, +o0] et
Va >0, f( ) = A(a+b)* " —ar ).

Puisque A — 1 < 0, la fonction # > 0 — z*~! € R est décroissante et donc pour tout a > 0, f’(a) < 0. f est
donc décroissante sur Ry et puisque f(0) =0, on a bien

(a+b)* <a* + b

.Soitcp:uERr—)%fjoof(x)de:%f,ooof( Ydz + % [y f(@)de.

f étant une fonction continue sur R, ¢ est une fonctlon de classe C! sur lintervalle R et ¢ = %f > 0, donc
¢’ ne s’ annulle pas.

¢ réalise donc une bijection de R sur ¢(R) et la bijection réciproque est C*. De plus

L o(u) (/ f(z)dz+ lim uf( )— (/ fz dx—/ flx dx>:7
W ) ( / fle)dot lm /Ouf (w)dw> = ( /_ Ooo f(x)da + /0 - f(x)das> ~ 1.

Donc ¢ réalise donc une bijection de R sur ]0, 1].

Posons u = ¢~!. Pour tout ¢t €]0,1[, et tout réel z, on + [*_ f(z p(u(t)) = t si et seulement si
x = u(t).

La preuve de l'existence de la fonction v est absolument identique (en raisonnant & partir de ¢ : v —
1 v
¢ o 9(@)dz

. On a vu que u est de classe C! sur ]0, 1] de plus le théoréme de la bijection C! dit :

vt €]0,1[, /(t) = (p/(i(t)) - f(lit)) 0

On procéde identiquement pour calculer v/. On obtient alors

vt €]0,1[, v'(t) = = > 0.

. Les fonctions u et v sont donc strictement croissantes sur ]0, 1.
1

7

De plus, puisque limp =0, limp =1 et que u = @~
—00 —+o0

lim u(t) = —oo, limu(t) = +o0.
t—0 t—1
De maniére identique, on a

}gr(l) v(t) = —o0, tlgq v(t) = +o0.



Puisque w = Au+ (1 — A)v, w est une fonction de classe C! sur lintervalle |0, 1[ dont la dérivée, Au’ + (1 — A\)v/,

ne s’annule pas car strictement positive, de plus

lim w(t) = —oo, limw(t) = +oo
t—0 t—1

ce qui montre que w est une bijection de classe C! (strictement croissante) de ]0, 1] dans R. Donc w définit un
changement de variable admissible de ]0, 1[ dans R.

On peut alors écrire, en utilisant ce changement de variables et I’hypothése sur f, g, h,

400 1 1
/_ h(a)de = / B(w(t))w! (tydt > / F(u(t) g (o(£) P (1)t

D’autre part, d’aprés 'inégalité de la question 1, on a pour tout ¢ €]0, 1],

F)\ Gl_’\
fu@)* g(o(@)) =2

w' (t) = M/ (t) + (1 = Ao/ (t) = o/ ()M (1) =

d’aprés 'expression de u’ et v’ obtenue & la question précédente.
En réinjectant cette inégalité dans l'intégrale, on a donc

/:o h(w)dw > /01 FAGYdt = (/:o f(g;)dgc>A (/:o g(x)dx) - :

ce qui démontre I'inégalité « P-L ».

. La convexité de la fonction x +— 22 (cette fonction est deux fois dérivable et de dérivée seconde égale & 2 > 0).

assure que :
Az + (1= Ny)? <Az 4+ (1= Ny

Donc
YAz + (1= N)y) = U(x) (y)

puisque t — e~? est un fonction strictement décroissante.

. Supposons d’abord |y| < M.
Si 2| < M alors U(x) < 1= 0(z).
Supposons |z| > M. D’aprés linégalité triangulaire et la définition de © < 1,

|2l < O(la] + lyl) < O(la| + M) = Olz| + M.
Soit ©%22 > (|| — M)2 par croissance de x + 2% sur R, donc par décroissance stricte de ¢ — e,
U(z) < ¥p(2).

En échangeant les roles de x et y ainsi que ceux de A et de 1 — A, on en déduit que ¥(y) < ¥ps(z) pour
2| < M.
. Fixons z,y € R.
D’apreés la question 2, on a d’abord

Fe(@)ge ()" = (f(2) +e¥(@)Mg(y) + V() < (f(@)* + (@) ) (g(y)' 7+ () ™)

En développant et puisque e* < e*,e1* < e (car € €]0, 1[), on obtient donc

fe(@) g ()™ < fl@) () + M (W (@) g(y) T+ U(y) ) ) +eT(2) T (y)

A
D’aprés la question 6, on a ensuite ¥(z) W(y)'~* < W(z) et par hypothése sur f,g,h f(z)*g(y)'~* < h(2).
On a donc
fe(@) e () < h(2) + (U (@) g(y)' — + V()M f(2)' ) + 2P (2).
De plus, si |y| > M, alors on a évidemment ¥(z)*g(y)*~* < ||gl|Lo* (War(2))A
Supposons maintenant |y| < M, on a d’aprés la question précédente ¥(z) < Uyps(z) et donc

W(2)*g(y)' ™ < Ngllaa M (Par ()7 < llgllia (Par(2)

puisque ¥y (2) € [0,1].
De la méme maniére, on montre que W(y)' = f(z) < ||£1A (Tar(2)™.
L’inégalité voulue est donc bien démontrée.



9.

10.

11.

On applique la question 5 avec les fonctions f.,g. et he = h + (|| fI1X + lgllio ™) ¥4, + V.

Puisque f: et g. sont strictement positives et ¥, \IJ§\\4 sont intégrables sur R (car négligeables devant x — z~
en 'infini), on a ainsi

2

A 1-X

[ nwes ([ reww) ([ oawa) (1)
De plus, lorsque ¢ — 0,

+o0 +OO +°O +°°
/ fe(x)dx:/ dere/ dz%/

+o00 +oo +O° +o0
/ ge(x)dx = / x)dx + 6/ x)dr — / g(x)dx
D’autre part,

+oo +oo +oo +o0
/ he(z)dz = / h(e)de + ¢ / B(x)dz + (I + lglis?) / Wy (2) de

— 00 — o0 — 00 — 00
et, puisque A > 0, on a aussi

+oo +o00
lim he(z)dz = / h(z)dx.
e—0 o o

En passant a la limite dans (1), on obtient bien l'inégalité « P-L .
Fixons z,y € R.
Si x et y appartiennent & intervalle [-n — 1,n + 1], I'inégalité est bien vérifiée (puisque x,(z) < 1 et
Xn(y) < 1 et qualors x,r1(Az+ (1 —N)y) = 1).
Sinon, on a en particulier x, () = 0 ou x,(y) = 0 et I'inégalité est immédiatement vérifiée.
Posons f,, = fXn,dn = gXn €t Ant1 = gxn+1. Ces fonctions sont nulles en dehors de l'intervalle [—n — 2, n + 2]
Soient x,y € R et A €]0,1].
On a d’abord h(Az+ (1= N)y) = f(2) g(y) = et xnr1(Az+(1=N)y) = xn(z)*xn(y)! = d’aprés la question
précédente.
En multipliant ces inégalités entre nombres positifs, on a donc

hos1(Az + (1= A)y) > fa(@) ga(y)' ™

On applique maintenant la question 9 qui nous fournit

/:o b1 (z)de > (/:0 fn(av)dzc)A (/:o gn(x)da:> 1_A. (2)

On a d’abord x,(x) — 1 pour tout z réel. Ainsi f,,(x) = f(x), gn(x) = g(x), hni1(x) — h(x) quel que soit
le réel z.

D’autre part, puisque 0 < x, < 1, on a |fn| < |f], l9n] < |9] €t |hny1] < |B]-

Puisque |f], |g| et |h| sont des fonctions intégrables, les hypothéses d’application du théoréme sont vérifiées
donc

+oo +oo
lim fn(x)dx:/ Fx)de, lim, oo [727 go(a)de = [T g(2)da

oo
n—oo — 0 — 00

et oo oo
lim Bt (z)de = / h(z)dz.

n—oo — 00 — 00

En passant 4 la limite dans l'inégalité (2), on obtient bien l'inégalité « P-L ».



