Chapitre 1 : Complément sur les séries numériques
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1 DEFINITION ET PREMIERS EXEMPLES

Dans ce chapitre, K désigne R ou C.

1 Définition et premiers exemples

1.1 Défintion de série convergente

Définition 1.1 : Convergence d’une série

Une série ou série numérique est une somme E u,, ol pour tout n € N, u,, appartient a K.

On appelle la suite (u,,),cy le terme général de la série Zun

n=0

N
On appelle suite des sommes partielles de la série Z u,, la suite (Z un> .
NeN

Nous dirons qu’une série g u,, est convergente si la suite des sommes partielles g un> est
=0 NeN

convergente.
Nous dirons qu’une série est divergente si elle n’est pas convergente.

,O Remarque

En général la suite (u,,) n’est pas définie pour tout n € N mais & partie d'un rang n > n,. Dans ce cas les
N

sommes partielles ne sont définie que pour N > n et sont égales a Z Uy, -

n=ng
Définition 1.2 : Reste d’une série
+o00
Soit Z u,, une série convergente. Sa somme est noté nz_oun Nl_lffoo Z U,
- +00
Pour tout N € N, on appelle N-ieme reste la somme Ry = Z Z Uy, Zu
n=N+1 n=0

/O Remarques

1. Une fois de plus, en général, la suite (u,,) n’est pas définie pour tout n € N mais a partie d’'un rang
+oo
n 2 ng. Dans ce cas la somme est noté E u, = lim U,
N—+o00
n=ng n=ng
+0o0
2. 11 ne faut pas confondre la série E u,, et la somme E u,,. Le premier s’apparente a une suite le
o\ . n:0
deuxiéme est un scalaire.

Proposition 1.3 :

Soit E u,, une série convergente. La suite des restes tend vers 0.
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1.2 Série géométrique et sommes télescopiques

Un premier exemple de série dont sait déterminer si elle converge ou non, est donné par les séries géomé-

triques.

Définition 1.4 : Série géométrique

Soit g € K. La série géométrique de raison ¢ est la série > ¢".

Proposition 1.5 : Somme partielle d’une série géométrique

Soit ¢ € K. Pour tout N € N, on a :
N
fsiqzlrsN:Zq":N—l—l;
n=0

1— qN+1

N
—siq#l:SN:Zq”: 4
n=0

Cette proposition permet de déterminer une condition nécessaire et suffisante pour qu'une série géométrique

converge.

Corollaire 1.6 : Convergence d’une série géométrique

Soit Z q" une série géomtrique avec q # 1.

La série Z q" est convergente si, et seulement si, |¢| < 1. De plus, si elle est convergente, on a :

+00
1
" =q0—
> -

n=ng

Donc en particulier,

+oo qN+1
VNEN, Ry= > q" =
n=N+1 —4q

Un deuxieme exemple de séries dont on peut déterminer la convergence est donné par les séries télescopiques.

Proposition 1.7 : Série télescopique

Soit (a,,)pen une suite d’élément de K. La suite (a,,), oy est convergente si, et seulement si, la série
a,.1 — a, est convergente.

+o0
9. ; p—
De plus, s’il y a convergence, alors lim a, —aqy = E Qpyq — O -
n—+o00 0
n—

g Exercice

1
g Montrer que la série > m est convergente et calculer sa somme.
n n

La propriété suivant permet démontrer rapidement la divergence de certaine série.

Proposition 1.8 : Série grossiérement divergente

Si E u,, est une série convergente, alors la suite (u,,),cy tend vers 0.

Donc si (u,,),cn e tend pas vers 0, la série g u,, est divergente. Nous dirons que g u,, est grossie-
rement divergente.
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& Attention!

On peut par exemple remarquer que la série Z 1 est divergente.
n

Pour montrer cela nous allons procéder par I’absurde. Supposons que cette série est convergente. Les
deux suites de sommes partielles (Sy)nen €t (Son) New sont donc convergentes et ont méme limite. Donc
la suite (Syy — Sy) new tend vers 0. Or pour tout N € N*, on a :

> s S e
Sony — Sy = > SN 5
n=N+1 n+ 1 n=N+1 2N 2

Donc la suite (Syn— Sn) yen 1€ peut pas tendre vers 0. Ainsi, la série Z 1 est divergente. On appelle
n

cette série la série harmonique. La somme croit tres lentement S < 100.

2 Séries a termes positifs

2.1 Quelques criteres de convergences

Dans le cas ou la série est a termes réels positifs, on a plusieurs critéres de convergence pour ramener 1’étude
de la convergence aux séries usuelles, c’est-a-dire les séries géométriques ou de Riemann. Nous rappelons les
trois critéres principaux de convergence :

g Exemples

Pour montrer la convergence (resp.divergence) d’une série & termes positifs, on peut utiliser le :

1. critére de comparaison, qui consiste a majorer (resp. minorer) le terme général par celui d’une
série positive convergente (resp divergente) :

On considere la série g

f

On remarque que pour n > 1, on a

In(n)

On remarque aussi que pour tout n > 3, NG
n

divergente. Donc par critere de comparaison, la série g

1
> T Or la série g —— est une série de Riemann
n

| \f

n(n

(n) est divergente.

vn

2. critére du petit o, qui consiste & montrer que le terme général est un petit o de celui d’une

série positive convergente (resp. qu'un petit o du terme général est le terme général d’une série
divergente) :

In(n)
3

On remarque que pour n > 1, on a > 0.

. In(n) 1
On remarque aussi que =0 | . Or la série E — est une série de Riemann convergente.
n +oo \ 1
n3

Donc par critere de petit o, la série E est convergente.

3. critére d’équivalence, qui consiste a montrer que le terme général est équivalent a celui d’une
série positive convergente (resp. divergente) :

el/m —1
On considere la série Z ( .
)

el/m —1
On remarque que pour tout n > 1, ——— > 0.
vn
0 n 1o L proy €01 L Orla série 3 1 est érie d
n remarque aussi que e o oll T 3 r la série 372 est une série de

N

e1/n

Riemann convergente. Donc la série E ( ) est convergente.
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2.2 Comparaison séries-intégrales

Lorsque le terme général d’une série est de la forme (f(n)),cy avec f: R, — R continue et décroissante, on
peut comparer la suite des sommes partielles avec une suite d’intégrales grace a la remarque suivante :

Vn e N, f(n)

WV

/n+1 f(t)dt > f(n+1).

n

Le schéma suivant permet de mieux visualiser le théoréme.

Y

0 n n+1
Théoréme 2.1 : Critere de convergence par comparaison séries-intégrales
Soit f : [ng, +00o[— R une fonction continue, positive et décroissante.
Pour tout n > m > ny, on a :

n n n+1
s+ [ s as Y fw s [ g a
m k=m m
n
En particulier, la série Z f(n) est convergente si, et seulement si, la suite < / f(@) dt> est
n2ng "o n>zng

convergente.

Ce théoreme est utilisé dans le cas ou les intégrales sont plus simple & estimer que les sommes partielles.

Eg Exercice

1
On considere la série g
>2

nin(n)’

1. Déterminer un encadrement des sommes partielles.

2. En déduire que la série est divergente.

& 1
3. Monter que ——— est équivalent & In(In(n)).
; kln(k)

Une trés importantes conséquences de la comparaison série-intégrale est le corollaire suivant :

Corollaire 2.2 : Séries de Riemann

1
Soit a € R. La série Z — est convergente si, et seulement si, o > 1.
n
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2.3 Regle de d’Alembert

En plus des critéres de convergence rappelé précédemment, la proposition suivante est un critére de conver-
gence des séries a termes positifs qui peut étre une généralisation le critére pour qu'une série géométrique
converge :

Proposition 2.3 : regle de d’Alembert

Soit Z u,, une série a termes strictement positifs. On suppose que

u
Zntl oy

un n—-+oo

1. Si £ < 1, alors la série est convergente.

2. Si ¢ > 1, alors la série diverge grossiérement.

& Attention!

1. On ne peut rien conclure dans le cas ou £ = 1.

1
(a) On a vu que la série Z — est divergente. Or

n>1

U
LH_)l

un n—-+oo

1
(b) On a aussi vu que la série Z — est convergente. Or
n=1

u
1
_n+l — 1
un n—-+oo

2. On prendra bien garde & montrer que le terme général est strictement positif. Pour éviter de faire
une division par 0 (se qui fait toujours mauvais genre).

Ce critere est souvent tres utile lorsqu’il y a des factoriels ou des termes géométrique dans le terme général.

ﬁ Exercice

g Déterminer la nature de la série Z

n>0

2™n!

n

3 Séries absolument convergentes

3.1 Définition et premiéres propriétés

Pour pouvoir utiliser les critéres de convergence sur les séries a termes positifs dans un cadre plus général,
nous utilisons la notion de série absolument convergente.

Définition 3.1 :

Soit E u,, une série a termes réels ou complexes. Nous dirons que la série converge absolument si la

série E |u,,| est convergente.

Cette notion permet bien de montrer qu’une série est convergente.

Proposition 3.2 :

Soit E u,, une série a termes réels ou complexes. Si la série est absolument convergente, alors elle est
convergente.
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& Attention!

="

t
1 es

La proposition précédente n’est pas une équivalence, nous verrons plus tard que la série E

1" 1
(n +)1 = Z o est divergente.

Les séries qui sont convergentes mais qui ne sont pas absolument convergente sont dites semi-convergente.

convergente, or la série g

:g Exemple
s . cos(n)
On considere la série Z poa
1
Pour tout n € N, on a cos(Zn) = |cosgn)| < — . Donc par critére de comparaison, la série Z COS(;L)
n n n n

est absolument convergente. En particulier, elle est convergente.

Proposition 3.3 : Inégalité triangulaire

Soit E u,, une série absolument convergente. On a :

+00 +00
> un| <Dl
n=0 n=0

ﬁ Exercice

1
% Déterminer pour quel nombre complexe a la série E — est absolument convergente.
n>1

3.2 Produit de Cauchy

Définition 3.4 : Produit de Cauchy

Soient » u,, et > v, deux séries numériques. Le produit de Cauchy de ces deux séries est la série

> w, ou:
w, = E U Vg

k+l=n

,O Remarque
n
Lorsque les deux séries sont indexées a partir de 0, la somme Z UV, peut encore s’écrire Zukvnf,@.
k+l=n k=0
Cependant, si elles sont indexées a partir de 1, le terme w,, n’est défini qu’a partir de n = 2 et w,, =

n—1
E UpVp—-
k=1

Proposition 3.5 : Produit de Cauchy absolument convergente

Si les séries > u,, et > v, sont absolument convergentes, alors leur produit de Cauchy ’est aussi et on

a I'égalité :
+0o0 +0o0 +00
£ (E) £

n=0 n=0 n=0
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On peut reformuler la proposition de la maniére suivante :

+o00 +00 +oo +o0 +oo
22w =0 ) =2, > u
=0 1=0 =0 k=0 n=0 k+l=n

Voici une représentation de la fagon dont on calcule chacune des sommes :

+0o0 +0o0
+o0 +o0o
Pour calculer E E Uy
Pour calculer UL Uy
1=0 k=0
k=0 1=0
’ ’ ’ ’ UgV;  UqV; o+ ULV
Uo'Ul Ul'Ul U2Ul Ukvl 0 E 1 J k !
: : : ’ UgVy  UVgy o+ ULV
0¥2 1V2 KU2
UgU; UV Ul -+ Uy T ——
UgUp  UpUp UVy - Ukl Uy U Ty v Uglp

+00
Pour calculer Z Z ULy

n=0 k+Il=n
Wn UV,
UyVUn—1

Waq

U Vs
w,y %

UpVy U1V Up—1Y1
w ,

0
UpPVo U3V Ug Vg Up Vo

& Attention!

L’hypothése absolument convergente est importante. Par exemple, si I'on considére le cas ot Y u, =
n

DV = =
\/7

Z\/k+ n—k+1)

Les séries Y u,, et > v, sont alternées donc convergentes. Cependant, on a I’égalité

, on peut montrer par une étude de fonction que :

1 1 2
vk e [0,n], > = ,
VE+T)(n—k+1)  n/2+1 n+2
2(n+1) o - N .
donc |w,,| > e et donc en particulier la série est grossierement divergente.
n
Exercice

Soient a,b € R.

1. Montrer a l'aide de la formule de Taylor avec reste intégrale que > a, et Z " sont convergentes
et que leur somme vaut e® et e’

2. Calculer le produit de Cauchy de ces deux séries.
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4 Quelques exemples en plus

4.1 Séries alternées

Le théoréme suivant permet de montrer que certaine série qui ne sont pas absolument convergente sont
convergentes.

Théoréme 4.1 : Séries alternées

Soit (uy,),

La série E (—1)"u,, est convergente. Des plus, si on note S sa somme, on a :

un suite réelle décroissante convergent vers 0.

2p+1 2p
VpeN, > (=1)"u, <S <D (—1)"u,
n=0 n=0

,O Remarque

L’encadrement de la fin du théoréme implique en particulier que :

VN €N,

n=0

Cette majoration permet en particulier de déterminer facilement combien de termes de la somme il suffit
de calculer pour avoir une approximation de la somme ¢ > 0. Il suffit de prendre le plus petit N tel que
Uy < €.

fg Exemple
n—1

D’apres le théoréme des séries alternées, la série Z i est convergente, alors qu’elle n’est pas
n>1 n
absolument convergente. On montrera qu’elle converge vers In(2).
Le schéma suivant représente les 20 premieres sommes partielles avec la limite et I’encadrement donné
permettant d’estimer la vitesse de convergence.

In(2) +1/n
Sn
1 — °
() b o oo DU . . SR SR o e e
n(2) ° . . e T "e TTnen . e
« e e e
0.5 .
0 T T T T T T T T T T n
1 3 5 7 9 11 13 15 17 19
n(2) —1/n
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& Attention!
(="

L’hypothese de décroissance est importante! Par exemple, on peut montrer que la série Z _—

& Vi (-1

est divergente. En effet, on peut remarquer que :

S e

N N TR N

y - ()"
Or la série de terme général E
=i Vn

—1)" 1 1
Z (=1) et Z 0 ( ) sont absolument convergentes et la série Z — est divergente. Donc la série
nn +oo \ y/nn

vnn

est convergente par le théoréme des séries alternées, les séries

n=1 n=1 n=1
Z & est bien divergente
n>1 f - (71)”‘

5 Exercice

—1)"1
é Montrer que la série E M est convergente.
n
n=0

4.2 Formule de Stirling

En plus des équivalents usuels, il peut-étre utile d’avoir un équivalent de n! quand n tend vers +oo. Pour
cela on la proposition suivante :

Proposition 4.2 : Formule de Stirling

On a:
n! = +ooV2mn <E)n .
e

La démonstration de cette proposition est tres classique (mais non exigible). Nous la ferons sous la forme
d’un exercice.

:g Exercice

n

On pose pour tout n € N*, u,, = et v, = In(u,,).

nlen
1. Commengons par montrer une version plus faible.

(a) Montrer que la suite v,, est convergente en utilisant les sommes télescopiques.

n
(b) En déduire qu'il existe C' € R tel que n! = +00Cy/n (ﬁ) (formule obtenue dans un premier
e
temps par Moivre).

2. Montrons que la constante C vaut v/27 a l'aide des intégrales de Wallis.
/2

On pose pour tout n € N, W, = / sin”(t) dt.

0

. ;o n+1
(a) Monter que la suite (W), o, est décroissante et que pour tout n € N, ona W, ., = ?Wn
n

(b) En déduire que (W,

il nen €6 (W),)cn sont équivantes.

(c) Déduire de la premiére question que pour tout p € N :

T (2p\ 1 1 4P
o3 0 Ve gy
(d) Monter que la constante C' de la formule de Moivre vaut v/27 ce qui nous donne la formule de

Stirling.

10



4 QUELQUES EXEMPLES EN PLUS

n n
En représentant en échelle logarithmique n! et v/27wn (7) on obtient le graphe suivant qui suggrere que la
e

formule de Stirling est une excellente approximation.

11
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