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FIGURE 1 — Matrice définie par blocs et traduction en terme de sous-espaces
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1 PRODUIT D’ESPACES VECTORIELS ET SOMME DE SOUS-ESPACES VECTORIELS

Dans ce chapitre, K désigne R ou C.

1 Produit d’espaces vectoriels et somme de sous-espaces vectoriels
A partir d’une famille finie d’un K-espace vectoriel nous pouvons construire un nouveau K-espace vectoriel.

Définition 1.1 : Produit d’espace vectoriel

Soient Ey, ..., E, des K-espaces vectoriels.
On définit ’espace vectoriel produit comme ’ensemble

By x - x E, ={(vy,...,v,), Vi € [1,p], v; € E;}
muni d’une opération externe

Kx (Ey x-xE) — E x-xE,
A (ugyesuy) = (Aug, e, Auy,)

et d’une opération interne

+ (B XX Ey) X (Bp X x E) — By x - x E,
A A A

Comme la terminologie le suggere fortement, on a la proposition suivante :

Proposition 1.2 :

Soient E, ..., E, des K-espaces vectoriels. L’espace vectoriel produit E} x---x E, est un K-espace vectoriel.

Dans le cas ou les espaces vectoriels sont de dimension finies, on peut calculer la dimension du produit &
partir des dimensions des espaces vectoriels.

Proposition 1.3 : Dimension d’un produit

Soient Ej, ..., E, des K-espaces vectoriels de dimensions finis. On a :

P
dim (B, x - x E,) =Y _dim (E},).
k=1

Lorsque les espaces vectoriels sont des sous-espaces vectoriels d’'un méme espace vectoriel, il y a une opération
qui sera plus adaptée.

Définition 1.4 : Somme de sous-espace vectoriel

Soient £ un K-espace vectoriel et Fy,..., F), des K-sous-espaces vectoriels de E£. On définit la somme de
sous-espace vectoriel comme ’ensemble :

{ul +"'+up € E/ Vi [[Lp]]a u; € Fz}

Cet ensemble est noté :

F, ++F, ou Y R,




1 PRODUIT D’ESPACES VECTORIELS ET SOMME DE SOUS-ESPACES VECTORIELS

Comme on peut s’y attendre, une somme de sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel.

Proposition 1.5 :

Soient E un K-espace vectoriel et F, ..., F), des K-sous-espaces vectoriels de E. On a :
Fy 44 F,=Vect (F,U-~UF,).

En particulier, Fy + -+ F}, est un K-sous-espace vectoriel de E.

Dans le cas de sous-espaces vectoriels de dimension finie, on dispose d’information sur la dimension de la
somme de ces sous-espaces.

Proposition 1.6 : Dimension de la somme de sous-espaces vectoriels

Soient £ un K-espace vectoriel et Fi, ..., F), des K-sous-espaces vectoriels de £ de dimension finis.
La somme F + - + F, est un K-sous-espace vectoriel de dimension fini.

De plus, on a I'inégalité :
P P
dim <Z Fk> <3 dim ().
k=1 k=1

Certaine somme de sous-espace vectoriel seront particulierement utile notamment pour étudier les endomor-
phismes. Ce sont les sommes directes.

Définition 1.7 : Somme directe

Soient E un K-espace vectoriel et FY, ..., F), des K-sous-espaces vectoriels de E. On dit que la somme
Fy + -+ F, est directe si pour tout u € Fy + -+ + F,, il existe un unique p-uplet u,, ..., u, tel que
U= Uy + o Uy,

Si la somme est directe, on la note :

Fo&-aF, ou P F..

On peut commencer par remarquer que dans la définition précédente, il n’est pas nécessaire de vérifier la
propriété pour tout vecteur u.

Proposition 1.8 : Caractérisation d’une somme directe

Soient E un K-espace vectoriel et F}, ..., F), des K-sous-espaces vectoriels de E. Il y a équivalence entre :
1. La somme F' = F + - + F), est directe;

2. si (ug,y...,u,) € Fy x - x F, tel que uy + -+ u,, = 0g, alors (uy,...,u,) = (0g,...,05).

& Attention!

Dans le cas ou il n’y a que deux sous-espaces vectoriels F' et G de E. On sait que :
la somme F' + G est directe si, et seulement si, F NG = {0g}.

Cette caractérisation ne possede pas de généralisation simple lorsque I'on a plus de sous-espace vectoriel.
Par exemple si F' = Vect ((1,0)), G = Vect ((0,1)) et H = Vect ((1,1)), on a :

FNG=FNnH=GnNH={0,0)}.

Cependant la somme n’est pas directe puisque (1,0)+ (0,1) — (1,1) = (0,0)

€F ge) €H



2 SOUS-ESPACE STABLES ET MATRICES PAR BLOCS

Dans le cas ou les sous-espaces sont de dimensions finies on a une caractérisaiton pour qu’'une somme soit
directe en terme de base des sous-espaces.

Proposition 1.9 : Base adaptée a une décomposition en somme directe

Soient E' un K-espace vectoriel et F,..., F), des K-sous-espaces vectoriels de £ de dimension finis. On
note %, ..., %, des bases respectives de I}, ..., F,. Il y a alors équivalence entre :

1. La somme F' = F| + - + F), est directe;
2. La concaténation # des familles %, ..., %, est une famille libre.

De plus, si la somme est directe, alors % est une base de Fy + -+ F},. On dit qu’une telle base est une
base adaptée a la décomposition en somme directe F' = EBZ: L .

/O Remarque
On peut se servir de cette proposition pour construire une décomposition en somme directe de sous-espace.
En effet, si E est un espace vectoriel de dimension finie et & = (%, ... ,%p) est une base de E, alors en
posant F; = Vect (4;), on a alors la décomposition en somme directe

E=F &-&F,

Cette derniére caractérisation sera souvent utilisée sous la forme du corollaire suivant :

Corollaire 1.10 : Dimension d’une somme directe

Soient £ un K-espace vectoriel et Fi, ..., F), des K-sous-espaces vectoriels de £ de dimension finis. Il y a
alors équivalence entre :

1. La somme F' = F| + - + F, est directe;

14 P
2. dim (Z Fk> = dim (F).
k=1 k=1

2 Sous-espace stables et matrices par blocs

2.1 Matrices définies par blocs

Soient A € M, , (K), iy +--+1, = p et j; +--+j; = ¢. On peut diviser la matrice A de la maniére suivante :
J Ji
— —
Ay o A \Ta

A A J T

On dit que cette matrice est définie par blocs.
Si deux matrices A et B de méme tailles sont définie avec des blocs de tailles identiques et si de plus A et u
sont des scalaires, la combinaison linéaire \A + uB peut alors ce calculer par blocs :

J1 Ju
Ay +uByy o Ay + By \ T

A+ uB = : :
A + By My +pByy ) T

Si les tailles des bloques de A et B sont compatibles, le produit matriciel AB peut alors se calculer par
blocs :
(A By -+ AyBy o Ay By + -+ Ay By
AB = : :
\Ap B+ +AuBy - A Byt + Ay By
On peut calculer la transposée d’une matrice par blocs A :

i i

— —
Al

. (A'fi Ay )111
AT=| :
A A )T



2 SOUS-ESPACE STABLES ET MATRICES PAR BLOCS

On dira qu'une matrice A € M, (K) est diagonale par blocs s’il existe iy + -+ + 4, = n tel que :
il i2 lk
— —
Ay Ta
A= Agy Tiz

Ay ) Tin

ou les blocs non représentés sont tous nuls.
On dira enfin, qu’une matrice A € M, (K) est triangulaire par blocs s'il existe i; + -+ i;, = n tel que :

i 2 i

PALENPELN —
A A A \ T
A— Agy Agp | T2
A /) Tin

ot les blocs en dessous de la « diagonale par morceaux » sont tous nuls.

Proposition 2.1 : Déterminant d’une matrice triangulaire par blocs

Soit M = (

61 g) une matrice triangulaire par blocs. On a 1’égalité :

det(M) = det(A) det(C).

& Attention!

En générale, il n’y a pas de formule simple pour calculer le déterminant d’une matrice par bloc. Par
exemple, en général si A, B, C, D e M, (K), on a :

‘g g‘ £ det(AD — BC)

. . (10 _ (0 0 _ (0 1 _ (0 0
En effet, on peut considerer les matrices A = (0 O)’ B = (O 1), C= (0 O) et D= <1 0).

= =1

On a alors AD = BC = (0 0) et

0 0 C D

oS oo
o= O O
_ o O O
o O = O

AB‘

La proposition précédente permet d’obtenir le corollaire direct suivant :

Corollaire 2.2 :

All A12 Alk

A22 A2k

Soit M = une matrice triangulaire par blocs. On a 1’égalité :

det(M) = ﬁ det(A,;).
i=1

2.2 Sous-espace stable

Définition 2.3 : Sous-espace stable

Soient F un K-espace vectoriel, ¢ : E — E un endomorphisme de F et F' un sous-espace vectoriel de E.
On dit que F est stable par ¢ si pour tout u € F, ¢(u) appartient & F.




2 SOUS-ESPACE STABLES ET MATRICES PAR BLOCS

Un exemple de sous-espace stable est donné par la proposition suivante :

Proposition 2.4 :

Soient ¢ : E — E et ¢ : F — E deux endomorphismes qui commutent. Le noyau de ¢ et I'image de ¢
sont stables par .

,O Remarque

| En particulier, I'image et le noyau d’un endomorphisme est stable par cet endomorphisme.

:5 Exercice
Soit ¢ : F — E un endomorphisme et Z = (eq, ..., e,,) une base de E. Montrer qu’il y a équivalence entre :
(a) Matg (f) est triangulaire supérieure;

)
(b) pour tout i € [1,n], Vect (eq, ..., e;) est stable par ¢.

Proposition 2.5 : Traduction matricielle de sous-espace stable

Soient ¢ : E — E un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie, F un sous-espace vectoriel
de Eet = (eq,..., e, €,+1,...,€,) une base de E tel que (e, ..., €;,) est une base de F. Il y a équivalence
entre :

1. Fest stable par ¢;
. A B\ .
2. la matrice de ¢ dans la base # est de la forme 0 ) o A€ My (K), B€ My, (K) et
CeM,_ (K.

fg Exemples

Soit ¢ : F — E un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie.

1. Si par exemple on considére B = (eq, ..., e, €, + 1,...,e,) une base de E tel que (eq,...,e;) est une
base de Im (), on a alors Mat (¢) = (61 103)

2. Si par exemple on considére # = (e, ..., e, e, + 1,...,¢e,) une base de E tel que (eq, ..., e;) est une
base de Ker (), on a alors Mat g (@) = (8 g)

De manieére plus générale, lorsque ’on a une décomposition d’un sous-espace vectoriel en somme directe, le
fait que les sous-espaces soit stable se traduit matriciellement.

Corollaire 2.6 :

Soient ¢ : E — E un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie, £ = @f: F, ou dim(F))
est notée d; et B = (A, ..., B,),) une base adaptée a la décomposition de E. Il y a équivalence entre :

1. pour tout ¢ € [1, k], F; est un sous-espace stable par ¢;

2. la matrice de ¢ dans & est diagonale par bloc :

d, dy d,

a N

Mat, (o) An | b
A / T




3 TRACE

3 Trace

La trace une valeur que l'on peut facilement calculer & partir d’une matrice et qui nous donne (et nous
donnera) quelques informations sur cette matrice.

Définition 3.1 : Trace

Soit A = (a;;); Hefing? € Mn (K). On définit et on note la trace A par :

n

tr(4) = Z a;;-

=1

La trace posséde deux propriétés essentielles qui nous seront bien utile.

Proposition 3.2 : Linéarité de la trace Proposition 3.3 : Trace d’un produit
Soit n € N. L’application : Soient A, B € M, (K). On a:

tr(.): M, (K) = K tr (AB) = tr (BA)
est une application linéaire.

Attention!

Il y a plusieurs erreurs classiques :

1. En général, tr (AB) # tr (A) tr (B). Par exemple, on peut prendre A = B = <(1) (1)>
B =

2. En général, tr (ABC) # tr (ACB). Par exemple, on peu prendre A = <(1) 8)
0 1
- )

Corollaire 3.4 : Invariance de la trace par similitude

0 0
(1 0) et

Soient A € M, (K) et P € GL, (K). On a :
tr (A) =tr (P*AP).

Autrement dit, deux matrices A, B € M, (K) semblables ont méme trace.

Exemple

exemple, les matrices (é 8) et <8 (1)> n’ont pas méme trace, donc elles ne sont pas semblables.

§ Ainsi calculer la trace de deux matrices peut permettre de montrer qu’elles ne sont pas semblable. Par
& Attention !

. L P 0 1 R .
Le corollaire précédent n’est pas une équivalence. Par exemple, ( 0 0) a méme trace que la matrice nulle

mais elles ne sont pas semblable.

Le corollaire précédent permet de définir la trace d’'un endomorphisme sans ambiguité.

Définition 3.5 : Trace d’un endomorphisme

Soient ¢ : E — E un endomorphisme d'un espace vectoriel de dimension fini et & = (eq, ..., €,) une
base de E. On note :

tr () = tr (Matz (¢))




4 POLYNOME D’ENDOMORPHISME ET DE MATRICE

,O Remarque
La définition telle qu’elle est écrite semble dépendre du choix de la base % cependant la corollaire [3| avec
la formule de changement de base assure la valeur obtenue est indépendante du choix. En effet, soit % et
A, ona:

Matg (¢) = Pg g Matg (¢) Py .5

Or Py, et Py _, & sont inverses 'une de 'autre ce qui assure que Mat g (¢) et Mat 4 (¢) sont semblable
et donc qu’elles ont méme trace.

Exercice
1. Montrer que si p : E — E est un projecteur, alors tr (p) = rg(p).

2. Soit s : E — FE est une symétrie. Exprimer la trace de s en fonction de ses sous-espaces caractéris-
tiques.

4 Polynéme d’endomorphisme et de matrice

n
Soient F un K-espace vectoriel, ¢ : E — E un endomorphisme de E et P = Zaka un polynéme a
k=0
coefficients dans K. On pose :

P(p) = Z%Sﬁk
k=0

ot pour tout k € [1,n], p¥ = po-opet * =1Idg.
L

kfois
Le produit de polynoéme se traduit en terme de polynéme d’endomorphismes.

Proposition 4.1 : Produit de polynémes d’endomorphisme

Soient P, ) des polynémes, F un K-espace vectoriel et v : E — F un endomorphisme de E. On a
I’égalité :
P(u) e Q(u) = (PQ)(u) = Q(u) o P(u).

En particulier, P(u) et Q(u) commutent.

Certain polynémes nous serons particulierement utile pour étudier un endomorphisme.

Définition 4.2 : Polynéme annulateur

Soient E une K-espace vectoriel et v : E'— E. On dit qu'un polynéme P est un polyndéme annulateur
de u si P(u) est 'endomorphisme nul.

Méthodes

Les polynomes annulateurs peuvent étre par exemple dans les deux méthodes suivantes :

1. Pour montrer qu'un endomorphisme u : £ — FE est inversible et déterminer son inverse, on peut

n
montrer qu’il admet un polynéme annulateur P = Z a, X" avec ag # 0, on alors :
k=0

-1 n
— ( g akuk_1> u=Idg.
) k=1

2. Pour calculer la puissance n-iéme de d’un endomorphisme v : £ — E, on peut déterminer un
polynoéme annulateur P de u puis déterminer le reste R,, de la division euclidienne de X™ par P, on
a alors :
u" = R, (u).



5 INTERPOLATION LAGRANGE

Proposition 4.3 :

Soient P un polynoéme et u : E — E un endomorphisme. Le noyau de P(u) est stable par w.

n
De la méme maniére, on peut parler de polynéme de matrice. Soit A € M, (K) et P = a;, X" un polynéme
k=0

a coefficients dans K. On pose :
n
P(A) =) a,A*
k=0

on A=1,.
L’intégralité des résultats que nous venons de voir peuvent s’appliquer aux polyndémes de matrices.

g Exercice

On considére la matrice A € M, (R) dont tout les coefficients valent 2 sauf les termes diagonaux qui sont
nuls.

1. Déterminer un polyndéme annulateur de A (on pourra commencer par chercher un polynéme annu-
lateur de nA +I,,.

2. En déduire que A est inversible et calculer son inverse.
3. Calculer AN pour N € N.

5 Interpolation Lagrange

Dans toute cette section on fixe un n € N* et @ = (a, ..., @,,) € K**1. On note ¢ I'application linéaire :
oxt RyX] — R
P = (Plag) ., Play,))

5.1 Existence et unicité des polynémes interpolateurs de Lagrange

On peut déterminer a quelle condition sur @, ¢4 est un isomorphisme.

Proposition 5.1 :

L’application ¢ est un isomorphisme si, et seulement si, les a; sont deux a deux distincts.

Lorsque cette application linéaire est un isomorphisme, on peut alors en déduire une base R,,[X] & partir de
la base canonique de R™*1.

Corollaire 5.2 : Interpolation de Lagrange

Soient n € N et (g, ..., ,) € K" tel que les o; sont deux a deux distincts. Pour tout (8, ..., 3,) €

I n

K+1 il existe un unique polynéme L tel que :

deg(L) <n, L(ay;) =P




5 INTERPOLATION LAGRANGE

Pour calculer les coefficients d’un polynéme interpolateur de Lagrange, nous aurons besoin d’une base de
polynémes interpolateurs.

Théoréme 5.3 : Base de polynéme interpolateur

Soient n € N et (), ..., ,) € K™ tel que les a; sont deux a deux distincts. Pour tout i € [0,n], on

pose alors :
- 11 =
=0, j#i Y T a]
La famille (L, Lq, ..., L,,) vérifie les propriétés suivantes :

L. Pour tout i € [0,n], deg(L;) <n, L;(o;) =1et Vj#i, L;(a;) =0;
2. la famille est une base R,,[X];

3. pour tout (B, ..., 3,) € K" le polynéme interpolateur L correspondant est : L(X) = Z B.L,.

=0
4. pour tout polynéme P € R, Z P(«;)L;. En particulier, Z L, =1
=0
On appelle la famille de polynémes (LO,Ll, ..., L,) la base de polynémes interpolateurs de La-
grange associé a la famille (o, ..., a,).
Exemple

Voici la représentation des polynémes interpolateur de Lagrange dans quelques cas :

Dans le cas ou @ = (0,1,2,3) : Dans le cas ou @ = (0,2,2.5,3) :
4 —
3 —
2 Py Py
m P, P,
I I ]
1 2 3 4 1 2 4
1/ 1
—p —21

Dans le cas ou @ = (0,1,2,3) et 3 = (3,0,1,2), le polynéme interpolateur de cette famille de point

est :
(X —1)(X —2)(X —3) (X —0)(X —2)(X —3)
) = IR EE T (D ()
(X) (X—0)(X —1)(X —3) (X = 0)(X - 1)(X—2)
+1 x + 2 X
2x1x(-1) Ix2x1

—2 1
= ?X3+4X2—§9X+3

10



5

INTERPOLATION LAGRANGE

5.2 Polynome interpolateur de Lagrange et déterminant de Vandermonde

Nous allons faire le lien entre I'interpolation et une matrice particuliere.

Définition 5.4 : Matrice de Vandermonde

Soient n € N et @ = (ag,...,,) € K" On appelle matrice de Vandermonde associé¢e & @ =
(avgs -, ) la matrice :

Ve=[1 % T e, ®

(o3

n
1 a ves an

On note v4 le déterminant de cette matrice.

,O Remarque

On munit K,[X] et K**! de leur bases canoniques respectives %, %’. La matrice de ¢ avec pour base
de départ # et pour base d’arrivée B’ est exactement V4. On sait donc déja que Vg est inversible si, et

seulement si, les «; sont distincts deux a deux.

Proposition 5.5 : Déterminant de Vandermonde

Soient n € N et @ = (g, ..., ) € K" On a :

n
w11

j=11i=

=

j7

(%“%‘): H (aj_ai)‘
5 .

En particulier, V;; est inversible si, et seulement si, les ; sont deux & deux distincts.

On peut exprimer la base de polynomes interpolateur de Lagrange en fonction de déterminant de Vandermonde.

Proposition 5.6 : Polynome interpolateur de Lagrange par le déterminant de Vandermonde

,,,) € K™ deux & deux distincts. On note (P, P, ..., P,) la famille des

Soient n € N et @ = (ay, ...
,&,). Pour tout ¢ € [0,n] et tout x € K, on a :

polynémes interpolateurs de Lagrange associée a (ay, ...

,U(O‘O)"'ro‘i—l7w’ai+17~~~;an)

e

P(z) =

11
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